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POZIOM ROZSZERZONY 
 

Czas pracy 150 minut 
 
Instrukcja dla zdaj cego 
1. Sprawd , czy arkusz egzaminacyjny zawiera 14 stron  

(zadania 12 �– 21). Ewentualny brak zg o  przewodnicz cemu 
zespo u nadzoruj cego egzamin. 

2. Rozwi zania zada  i odpowiedzi zamie  w miejscu na to 
przeznaczonym. 

3. W rozwi zaniach zada  przedstaw tok rozumowania 
prowadz cy do ostatecznego wyniku. 

4. Pisz czytelnie. U ywaj d ugopisu/pióra tylko z czarnym 
tuszem/atramentem.  

5. Nie u ywaj korektora, a b dne zapisy przekre l. 
6. Pami taj, e zapisy w brudnopisie nie podlegaj  ocenie. 
7. Obok ka dego zadania podana jest maksymalna liczba punktów, 

któr  mo esz uzyska  za jego poprawne rozwi zanie. 
8. Mo esz korzysta  z zestawu wzorów matematycznych, cyrkla 

i linijki oraz kalkulatora.  
9. Wype nij t  cz  karty odpowiedzi, któr  koduje zdaj cy.  

Nie wpisuj adnych znaków w cz ci przeznaczonej dla 
egzaminatora. 

10. Na karcie odpowiedzi wpisz swoj  dat  urodzenia i PESEL. 
Zamaluj  pola odpowiadaj ce cyfrom numeru PESEL. B dne 
zaznaczenie otocz kó kiem  i zaznacz w a ciwe. 

 
yczymy powodzenia! 
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Zadanie 12. (5 pkt) 
Korzystaj c z zasady indukcji matematycznej wyka , e dla ka dej liczby naturalnej 1n  
prawdziwy jest wzór:   

22 221 3 (1!) 2 4 2 ! 2 ! 1 ! 1n n n n . 
 
 
 

Sprawdzam, czy wzór jest prawdziwy dla 1n : 

1 3 1!L   22! 1P  

L P  
Za o enie indukcyjne: 

222 21 3 (1!) 2 4 2! ... ( 2)( !) 1 ! 1n n n n  dla 1n . 

Teza:  
2 222 21 3 (1!) 2 4 2! ... ( 2)( !) ( 1)( 3) ( 1) ! ( 2) ! 1n n n n n n n

 

Dowód: 

Korzystam z za o enia indukcyjnego i otrzymuj  
2 2( 1)! 1 ( 1)( 3) ( 1)!L n n n n  

2 2( 1)! ( 1)( 3) ( 1)! 1n n n n . 

Wy czam z pierwszych dwóch sk adników wyra enia  wspólny czynnik 
2( 1)!n  przed nawias: 

2 2 2

2 2

( 1)! 1 ( 1)( 3) 1 ( 1)! 4 4 1

( 1)! 2 1.

L n n n n n n

n n
 

Korzystam z równo ci : ( 1)!( 2) ( 2)!n n n   i otrzymuj  
2 2( 1)!( 2) 1 ( 2)! 1L n n n P . 

 

wniosek: Z zasady indukcji matematycznej wynika, e wzór jest prawdziwy dla 

ka dej liczby naturalnej 1n . 
 
 
 
 

Nr czynno ci 12.1. 12.2. 12.3. 12.4. 12.5. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt      
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Zadanie 13. (5 pkt) 
Dany jest ci g na , gdzie 5 6

10( 1)n
na
n

dla ka dej liczby naturalnej 1n . 

a) Zbadaj monotoniczno  ci gu na . 
b) Oblicz  nn

alim .  

c) Podaj najwi ksz  liczb  a i najmniejsz  liczb  b takie, e dla ka dego n spe niony jest 
warunek .na a b  

a)  

Aby okre li  monotoniczno  ci gu obliczam ró nic  1n na a . 

1

2 2

5 11 5 6
10 2 10 1

5 11 1 5 6 2
10 1 2

5 5 11 11 5 10 6 12
10 1 2

1
10 1 2

n n
n na a
n n

n n n n
n n

n n n n n n
n n

n n

 

1 0
10 1 2n n

 dla ka dej liczby naturalnej, zatem ci g jest malej cy. 

b)  

655 6 5 6 1lim lim lim 1010( 1) 10 10 210n n n

n n n
n n

n

  

c) 

Ci g jest malej cy, wi c najmniejsz  liczb , która spe nia nierówno  na b  

jest pierwszy wyraz tego ci gu, czyli 11
20

b , natomiast najwi ksz  liczb  

spe niaj c  nierówno  na a  jest granica tego ci gu, czyli 1
2

a . 

 
 
 
 
 

Nr czynno ci 13.1. 13.2. 13.3. 13.4. 13.5. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt      
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Zadanie 14. (4 pkt) 
a) Naszkicuj wykres funkcji xy 2sin  w przedziale 2,2 . 

b) Naszkicuj wykres funkcji 
x
x

y
2sin
2sin

 w przedziale 2,2  

i zapisz, dla których liczb z tego przedzia u spe niona jest nierówno  0
2sin
2sin

x
x

. 

 
 

 

 

a) 
 

-2 - 2

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

y

x

 
 
 
 

b) 

Wyznaczam dziedzin  funkcji 
sin2
sin2

x
y

x
: 

sin2 0x  dla 
2

kx . 

Przekszta cam wzór funkcji: 

1 sin2 0sin2
1 sin2 0sin2

dla xx
y

dla xx
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3 31 2 0
2 2 2 2

3 31 0 2
2 2 2 2

dla x , , , ,
y

dla x , , , ,
 

 
 
 

-2 -3 /2 - - /2 /2 3 /2 2

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

 
 
 
 

Odp.: Rozwi zaniem nierówno ci 
sin2

0
sin2

x
x

  

           jest zbiór: 3 3, ,0 , ,2
2 2 2 2

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nr czynno ci 14.1. 14.2. 14.3. 14.4. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt     
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Zadanie 15. (4 pkt) 
Uczniowie doje d aj cy do szko y zaobserwowali, e spó nienie autobusu zale y od tego, 
który z trzech kierowców prowadzi autobus. Przeprowadzili badania statystyczne i obliczyli, 
e w przypadku, gdy autobus prowadzi kierowca A, spó nienie zdarza si  w 5% jego kursów, 

gdy prowadzi kierowca B w 20% jego kursów, a gdy prowadzi kierowca C w 50% jego 
kursów. W ci gu 5-dniowego tygodnia nauki dwa razy prowadzi autobus kierowca A, dwa 
razy kierowca B i jeden raz kierowca C. Oblicz prawdopodobie stwo spó nienia si  
szkolnego autobusu w losowo wybrany dzie  nauki.  
 

 
Wprowadzam nast puj ce oznaczenia zdarze : 

A - autobus prowadzi kierowca A, 

B - autobus prowadzi kierowca B, 

C - autobus prowadzi kierowca C, 

S - autobus szkolny spó nia si , 

M - autobus przyje d a punktualnie. 

Zdarzenia A, B, C spe niaj  za o enia twierdzenia o prawdopodobie stwie 

ca kowitym, wi c: 

| | |P S P S A P A P S B P B P S C P C . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obliczam prawdopodobie stwo:  

1 2 1 2 1 1 1( )
20 5 5 5 2 5 5

P S . 

 
 
 

Nr czynno ci 15.1. 15.2. 15.3. 15.4. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt     

S M 

1
20

S M 

1
5

S M 

19
20

4
5

1
2

1
2

B CA 

1
5

2
5 2

5
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Zadanie 16. (3 pkt) 
Obiekty A i B le  po dwóch stronach jeziora. W terenie dokonano pomiarów odpowiednich 
k tów i ich wyniki przedstawiono na rysunku. Odleg o  mi dzy obiektami B i C jest równa 
400 m. Oblicz odleg o  w linii prostej mi dzy obiektami A i B i podaj wynik, zaokr glaj c 
go do jednego metra.  

 
 

 
 
 
 
 

20CAB ,  poniewa  suma k tów w trójk cie jest równa 180 . 

Do wyznaczenia szukanej odleg o ci stosuj  twierdzenie sinusów: 

400
sin30 sin 20

AB
. 

Obliczam odleg o  obiektu A od obiektu B:  

200 200 584,8
0,342sin 20

AB   

Odp.: Odleg o  obiektów w linii prostej jest równa 585 metrów. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Nr czynno ci 16.1. 16.2. 16.3. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt    



Egzamin maturalny z matematyki 
Arkusz II 

8

Zadanie 17. (6 pkt) 
Na okr gu o promieniu r opisano trapez równoramienny ABCD o d u szej podstawie AB 

i krótszej CD. Punkt styczno ci S dzieli rami  BC tak, e 2
5

CS
SB

. 

a) Wyznacz d ugo  ramienia tego trapezu. 
b) Oblicz cosinus CBD . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Przyjmuj  oznaczenia jak na rysunku. 

a) Wykorzystuj c proporcj  2
5

CS
SB

 wprowadzam oznaczenia: 

2CS x , 5SB x , st d 2 5 7BC x x x . 

OSC OEC  wi c 2EC CS x .  

4DC x  - z w asno ci trapezu równoramiennego. 

Korzystaj c z w asno ci czworok ta opisanego na okr gu otrzymuj : 

2 14AB CD BC x , st d 10AB x . 

Z w asno ci trapezu równoramiennego wynika, e 3FB x . 

Z twierdzenia Pitagorasa dla FBC  otrzymuj : 

2 2 2CF FB CB , czyli 2 2 22 3 7r x x , 2 210r x , st d 10
10

x r , 

wi c 7 10
10

BC r , 4 10
10

DC r . 

A B 

C D 

S

E 

O 

G F 
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b) 

Wyznaczam d ugo  przek tnej BD z trójk ta prostok tnego BDG, w którym 

7 10
10

GB r : 

2 2 2GB GD DB , 

2 2 2
2 2490 490 4004

100 100
r r rDB r , st d 890

10
BD r . 

Stosuj c twierdzenie cosinusów w trójk cie BCD otrzymuj : 
2 2 2 2 cosDC BC DB BC DB CBD , 

2 2 2
4 10 7 10 890 7 10 8902 cos

10 10 10 10 10
r r r r r CBD . 

Odp.: 61 89cos
623

CBD . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nr czynno ci 17.1. 17.2. 17.3. 17.4. 17.5. 17.6. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt       
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Zadanie 18. (7 pkt) 
W ród wszystkich graniastos upów prawid owych trójk tnych o obj to ci równej 2 m3 
istnieje taki, którego pole powierzchni ca kowitej jest najmniejsze. Wyznacz d ugo ci 
kraw dzi tego graniastos upa. 

 

Wprowadzam nast puj ce oznaczenia: 

a �– d ugo  kraw dzi podstawy, h �– wysoko  graniastos upa. 

Dla tak wprowadzonych oznacze  wzory na obj to  i pole powierzchni 

ca kowitej graniastos upa s  nast puj ce: 
2 3
4

aV h ,  
2 3 3
2

aP ah . 

Z równania 
2 3 2
4

a h  wyznaczam niewiadom  h: 2
8 3
3

h
a

. 

Po podstawieniu h do wzoru na pole powierzchni ca kowitej graniastos upa 

otrzymuj  funkcj : 
2 3

2
2

3 8 3 3 16 3 3 16( ) 3
2 2 23

a aP a a a
a aa

, 0,a . 

Obliczam pochodn  funkcji: 
3

2
8( ) 3 aP a

a
,  0,a .  

Dla 2a   pochodna funkcji przyjmuje warto  0 . 

( ) 0P a  dla 0,2a  i ( ) 0P a  dla 2,a , wi c w punkcie 2a  

funkcja P  osi ga minimum i jednocze nie warto  najmniejsz , bo funkcja P 

w przedziale 0,2  jest malej ca i w przedziale 2,  jest rosn ca. 

Dla 2a wysoko  2 3
3

h . 

Odp.: Wymiary graniastos upa o obj to ci 32 m , dla którego pole powierzchni 

ca kowitej jest najmniejsze s  nast puj ce: 2a m , 2 3
3

h m . 

 
 
 

Nr czynno ci 18.1. 18.2. 18.3. 18.4. 18.5. 18.6. 18.7. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt        
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Zadanie 19. (7 pkt) 
Niesko czony ci g geometryczny na  jest zdefiniowany wzorem 
rekurencyjnym: ),2(log ,2 211 kaaa nn  dla ka dej liczby naturalnej 1n . Wszystkie 
wyrazy tego ci gu s  ró ne od zera. Wyznacz wszystkie warto ci parametru k, dla których 
istnieje suma wszystkich wyrazów niesko czonego ci gu na . 
 
 
 
 
 
 

Wyra enie: 2log 2k  jest okre lone, gdy 2 0 2k k . 

Z definicji ci gu geometrycznego wynika, e iloraz 2log 2q k . 

20 log 2 0q k  czyli  3k . 

Aby istnia a suma wszystkich wyrazów danego ci gu geometrycznego, iloraz 

ci gu musi spe nia  warunek 21 log 2 1q k .  

Rozwi zuj  nierówno : 2log 2 1k , 

        2log 2 1k   i  2log 2 1k  

  2 2
1log 2 log
2

k   i  2 2log 2 log 2k  

                   12
2

k   i  2 2k  

                        5
2

k   i  4k  

Rozwi zaniem nierówno ci s  liczby rzeczywiste nale ce do przedzia u 5 ,4
2

. 

Odp.: Suma wszystkich wyrazów danego ci gu o wszystkich wyrazach ró nych  

od zera istnieje dla 5 ,3 3,4
2

k . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nr czynno ci 19.1. 19.2. 19.3. 19.4. 19.5. 19.6. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 2 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt       
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Zadanie 20. (4 pkt) 

Dane s  funkcje 
2 5( ) 3x xf x   i  

22 3 21( )
9

x x
g x .  

Oblicz, dla których argumentów x warto ci funkcji  f  s  wi ksze od warto ci funkcji .g  
 
 
 
 
 

Warunki zadania s  równowa ne nierówno ci: 
2 25 4 6 43 3x x x x . 

     

Rozwi zuj  nierówno : 
2

2
2 3 2

5 13
9

x x
x x  

     
2

2 2 3 25 23 3
x xx x   

  
2 25 4 6 43 3x x x x  

 
Korzystaj c z monotoniczno ci funkcji wyk adniczej otrzymuj  nierówno  

równowa n :  

                     2 25 4 6 4x x x x  

                    23 11 4 0x x  

169 ,  1
11 13 1

6 3
x ,  2

11 13 4
6

x . 

Odp.: Rozwi zaniem nierówno ci jest przedzia : 14,
3

. 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

Nr czynno ci 20.1. 20.2. 20.3. 20.4. 
Maks. liczba pkt 1 1 1 1 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt     
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Zadanie 21. (5 pkt) 
W trakcie badania przebiegu zmienno ci funkcji ustalono, e funkcja  f  ma nast puj ce 
w asno ci: 

�– jej dziedzin  jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, 
�– f  jest funkcj  nieparzyst , 
�– f  jest funkcj  ci g  
oraz: 

( ) 0f x  dla 8, 3x , 

( ) 0f x  dla 3, 1x , 

( ) 0f x  dla 1,0x , 
( 3) ( 1) 0,
( 8) 0,
( 3) 2,
( 2) 0,
( 1) 1.

f f
f
f
f
f

 

W prostok tnym uk adzie wspó rz dnych na p aszczy nie naszkicuj wykres funkcji f  
w przedziale 8,8 , wykorzystuj c podane powy ej informacje o jej w asno ciach. 

 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

 
 
 
 
 

 

Nr czynno ci 21.1. 21.2. 21.3. 
Maks. liczba pkt 1 2 2 Wype nia 

egzaminator! Uzyskana liczba pkt    
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BRUDNOPIS 


